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Предлагается алгоритм аппроксимации полученных оценок функциями, нелинейными по парамет-
рам, реализованный в виде программы и рассмотренный на примере задачи получения математической 
модели пропускной характеристики направляющего аппарата дутьевого вентилятора ВДН-20 подачи об-
щего воздуха в топку котла БКЗ-320-140-ГМ-8. 
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The work represents approximation algorithm of evaluations obtained with functions, which are non-
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ample of mathematical model obtaining of BFD-20 blow fan distributor capacity of air supply into BKZ-320-140-
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Введение. Постановка задачи. При расчете 
автоматических систем управления зачастую пре-
небрегают регулировочными характеристиками ре-
гулирующих органов, которые оказывают немало-
важное влияние на качество работы системы. Это 
ведет к существенному расхождению показателей 
качества работы реальных систем и расчетных. 
Проблема осложняется тем, что регулировочные 
характеристики реальных регулирующих органов 
имеют индивидуальные формы, которые трудно 
описать математическими зависимостями. Поэтому 
актуальной является задача подбора аналитических 
выражений и создание программных продуктов, по-
зволяющих получать математические модели регу-
лировочных характеристик конкретных регулирую-
щих органов. 

Целью данной работы является получение 
математической модели оценок регулировочных ха-
рактеристик регулирующих органов непрерывных 
технологических объектов по имеющимся заводским 
данным. Предлагаемый ниже алгоритм аппроксима-
ции полученных оценок функциями, нелинейными 
по параметрам, реализован в виде программы и 
рассматривается на примере задачи получения ма-
тематической модели пропускной характеристики 
направляющего аппарата дутьевого вентилятора 
ВДН-20 подачи общего воздуха в топку котла  
БКЗ-320-140-ГМ-8. 

По исходной пропускной характеристике на-
правляющего аппарата дутьевого вентилятора был 
получен массив точек, содержащий углы поворота 
направляющего аппарата и соответствующие им 
значения пропускной способности регулирующего 
органа. Весь диапазон поворота направляющего 
аппарата дутьевого вентилятора нормирован, т.е. 
приведен к 100 % шкале (рис. 1). 

Ставится задача аппроксимации эксперимен-
тально полученной оценки регулировочной характе-
ристики гладкой возрастающей функцией, имеющей 
одну точку перегиба.  

Проблема сглаживания и нелинейная ап-
проксимация экспериментальных данных. Если 
необходимо увидеть динамику полезного сигнала, 

полученного экспериментально в виде ряда наблю-
дений, применяют самый простой прием – сглажи-
вание данных. Нахождение сглаживающей функции 
можно осуществить различными способами: вруч-
ную; с помощью линейного фильтра «скользящее 
среднее» по трем (пяти, семи и т.д.) точкам; с помо-
щью линейного фильтра «скользящее среднее» по 
трем (пяти, семи и т.д.) точкам с весовыми коэффи-
циентами. Однако все вышеперечисленные методы 
обладают существенными недостатками: если сгла-
живание проводится по малому числу точек, эффект 
сглаживания слабый; если число точек велико – 
форма сигнала становится невыразительной; если на 
выходе имеем ломаную линию, которая не является 
гладкой функцией, вопрос подбора аналитического 
выражения для нее остается открытым. 

 

 
Рис. 1. График пропускной характеристики регулирующего 
органа  

 
Существует несколько методов для аппрок-

симации данных. Большинство из них сводится к 
решению систем линейных уравнений, что обеспе-
чивает простоту реализации алгоритма. Используя 
метод наименьших квадратов (МНК), можно постро-
ить практически любые формы нелинейной парной 
связи переменных. Для этого обычно используют 
линеаризующие преобразования [2]. 

Для простоты реализации и уменьшения 
времени расчета обычно в качестве аппроксими-
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рующей функции f(x)  берется сумма некоторых 
функций с неопределенными коэффициентами: 

k k k 1 k 1 1 1
k

0 0 j j
j 0

f(x) a (x) a (x) ... a (x)

a (x) a (x),

− −

=

= ϕ + ϕ + + ϕ +

+ ϕ = ϕ∑
             (1) 

где функции ϕj(x) составляют линейно независимую 
полную систему. 

Чаще всего в качестве функций ϕj(x) берутся 
либо степенные функции 1, x2, x3,…, либо тригоно-
метрические функции, либо экспоненты. Функции 
ϕj(x) могут быть нелинейными, что существенно 
расширяет возможности аппроксимации. Возмож-
ность выполнения линейной регрессии общего вида 
(1) реализована в системе компьютерной математи-
ки Mathcad [3]. 

Однако и такой подход имеет ряд существен-
ных недостатков:  трудно заранее сказать, какое 
число функций ϕj(x) потребуется для аппроксимации 
данного множества точек; трудно заранее опреде-
лить, какие функции брать в качестве ϕj(x), так как 
одна система функций может лучше приближать 
данное множество точек, а другая хуже; никак нель-
зя учесть условия, налагаемые на аппроксимирую-
щую функцию.  

Реализация идеи по отысканию оптимальной 
формы связи при большом числе исходных данных 
теоретически возможна, но практически, даже с 
применением мощных ЭВМ, требует такого количе-
ства времени, что выполнение задачи становится 
затруднительным. 

Если облако точек имеет определенную и ин-
терпретируемую форму, для аппроксимации можно 
использовать любую функцию, нелинейную по па-
раметрам. В системе Mathcad есть возможность по-
лучения нелинейной регрессии в виде нахождения 
вектора параметров ki произвольной функции  
F(x, k1, k2,…, kn), при котором обеспечивается мини-
мальная среднеквадратическая погрешность при-
ближения облака исходных точек [3]. 

Однако и здесь при практическом решении 
конкретной задачи возникает ряд проблем: необхо-
димо задать вектор, содержащий аналитические 
выражения для исходной аппроксимирующей функ-
ции и ее производных по всем параметрам; необхо-
димо задать вектор начальных значений парамет-
ров ki, что не всегда является очевидным; кроме то-
го, все численные методы решения нелинейных 
систем сильно зависят от начального приближения. 

С точки зрения компьютерной реализации ре-
шение систем нелинейных уравнений тождественно 
поиску безусловного минимума нелинейной функции. 
Для этого был исследован общий случай метода 
Ньютона поиска минимума функции. Данный метод 
был модифицирован, и на его основе создана про-
грамма, позволяющая сглаживать исходные данные 
и получать аналитическую формулу аппроксимирую-
щей нелинейной по параметрам функции, удовле-
творяющей заданным условиям, которая может быть 
использована для дальнейших исследований.  

Решение задачи аппроксимации оценки 
регулировочной характеристики. Пусть модель 
регулировочной характеристики имеет вид 
F(x) f (x) (x)= + λ , где λ(x) – случайная составляю-
щая ошибки, имеющая нормальное распределение, 
M[ ] 0λ =  и 2D[ ] .λ = σ  

При постановке задачи к аппроксимирующей 
функции f(x)  были предъявлены следующие тре-
бования: 

1) f(x)  является гладкой, то есть дифферен-
цируемой в каждой точке; 

2) f(x)  монотонно возрастает; 

3) f(x)  имеет одну точку перегиба. 
Существует ряд гладких функций, называе-

мых функциями роста, которые удовлетворяют этим 
условиям.  

Рассмотрим метод нелинейной аппроксима-
ции на примере функции вида  

( )( )0 1 2 3f (x) a arctg a x a a .= − +                                (2) 

Составим функцию невязки 

( )

( )( )

n 2
i i

i 1
n 2

i 0 1 i 2 3
i 1

Q(a) y f(x )

y a arctg(a (x a )) a .

=

=

= − =

= − − +

∑

∑
                     (3) 

Частные производные функции невязки не бу-
дут являться линейными, что приводит к необходимо-
сти решения нелинейной системы уравнений. Вместо 
этого будем минимизировать функцию невязки, то 
есть подберем переменные ai  таким образом, чтобы 
отклонение аппроксимирующей функции от данных 
значений yi в узлах xi было минимальным. Воспользу-
емся для этого методом Ньютона поиска минимума 
нелинейной функции, который основан на замене 
функции Q(a) частью ряда Тейлора этой функции 
вплоть до квадратичных членов [4]. Этот метод явля-
ется итерационным и поэтому работает с определен-
ной погрешностью. Чем точнее нужен результат, тем 
больше необходимо проделать итераций.  

Общая формула метода Ньютона имеет вид 
2 1

k 1 k k ka a ( Q(a )) Q(a ),−
+ = − ∇ ∇  

где ak+1 – следующая точка; ak – текущая точка; 
∇Q(ak) – градиент функции невязки; ∇2Q(ak) – мат-
рица Гессе вторых производных функции невязки 
(гессиан). 

Однако метод Ньютона имеет ряд сущест-
венных недостатков: 

– отсутствие глобальной сходимости для 
многих задач; 

– необходимость в вычислении гессиана 
∇2Q(ak) на каждой итерации; 

– необходимость решения на каждой итера-
ции системы линейных уравнений, которая может 
быть вырожденной или плохо обусловленной; 

– метод сильно зависит от начального при-
ближения. 

В некоторых задачах метод Ньютона вообще 
может не работать. Обычно это происходит из-за 
того, что шаг, который делается из текущей точки ak, 
слишком велик или слишком мал. Делая большие 
шаги, можно промахнуться мимо точки минимума и 
уйти далеко в сторону, где квадратичная модель 
снова может повести себя плохо и отбросить нас 
назад в исходную точку, тогда произойдет зацикли-
вание. Делая маленькие шаги, рискуем вообще ни-
когда не добраться до точки минимума.  

Для решения вышеописанных проблем ис-
пользуется глобально сходящийся метод Ньютона, 
который в подавляющем большинстве случаев дает 
хороший результат. Основная идея этого метода за-
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ключается в следующем. Ограничим длину шага 
метода Ньютона некоторой положительной величи-
ной δ, которую будем называть радиусом довери-
тельной области. Теперь задача сводится к нахож-
дению минимума квадратичной модели на много-
мерной сфере радиуса δ. Метод, который при этом 
используется, предложен Пауэллом [4] и называет-
ся «шаг с двойным изломом». Он заключается в 
том, что исходную квадратичную модель специаль-
ным образом заменяют кусочно-линейной функци-
ей, тогда точка пересечения этой ломаной со сфе-
рой даст искомый минимум квадратичной модели. 
Для решения поставленной задачи был использо-
ван подход «Модель – доверительная область» [4]. 

Глобально сходящаяся модификация метода 
Ньютона состоит из следующих шагов: 

1) вычисляется ∇Q(ak), и принимается реше-
ние остановить процесс или продолжить; 

2) вычисляется Hk = ∇2Q(ak); 
3) если Hk 

не является положительно опре-
деленной, то в нее вносится возмущение µkE, где µk 
достаточно велико, чтобы сделать матрицу Hk по-
ложительно определенной; 

4) решается система уравнений 
N

k k kH s Q(a );= −∇  
5) принимается решение: либо сделать шаг 

по Ньютону N
k 1 k ka s a+ = + , либо выбирать ak+1 в со-

ответствии с глобальной стратегией.  
Алгоритм повторяется с пункта 1.  
Описанный алгоритм называется квазинью-

тоновским. 
В ходе работы алгоритма могут возникнуть 

следующие проблемы: 
– достигнуто малое убывание значения 

функции  Q(a), по сравнению с длиной шага; 
– шаги слишком малы, по сравнению с пер-

воначальной скоростью убывания функции Q(a). 
Чтобы избежать указанных проблем, были 

применены подход «модель – доверительная об-
ласть» и метод «шаг с двойным изломом», и на его 
основе создана программа, позволяющая аппрок-
симировать оценки регулировочных характеристик 
нелинейной функцией вида (2).  

В результате получаем аналитическую зави-
симость, которая может быть использована для 
создания имитационных моделей регулировочных 
характеристик регулирующих органов (рис. 2). 

 

 
 
Рис. 2. Сравнение исходной и аппроксимирующей пропу-
скных характеристик 
 

Расчетные формулы метода. Представим 
функцию невязки (3) в следующем виде: 

n
T 2

i
i 0

1 1Q(a) R(a) R(a) r (a) ,
2 2 =

= = ∑  

где m nR : R R→  – вектор-функция, которую также 
назовем функцией невязки, n > m; ri(a) – i-я компо-
нента вектор-функции R(a); ma R∈  – вектор пара-

метров аппроксимирующей функции f(x) ; множи-

тель 
1
2

 вводится для компенсирования двойки, воз-

никающей при дифференцировании [5]. 

Далее задача сводится к отысканию 

ma R
min Q(a)
∈

, при этом размерность m пространства 

параметров много меньше размерности n вектора 
исходных данных. 

При проведении вычислений по методу Нью-
тона необходимо найти градиент и гессиан функции 
невязки Q(a): 

n n
2

i i i
i 1 i 1

T

1Q(a) r (a) r (a) r (a)
2

J(a) R(a),
= =

 
 ∇ = ∇ = ∇ =
 
 

=

∑ ∑  

где J(a) – матрица Якоби функции R(a). 
В рассматриваемой задаче  

i i 0 1 i 2 3r (a) y (a arctg(a (x a )) a ).= − − +  
Гессиан функции невязки имеет вид 

n
2

i i
i 0

n
T 2

i i i i
i 0

T

Q(a) r (a) r (a)

( r (a) r (a) r (a) r (a)

J(a) J(a) S(a),

=

=

 
 ∇ = ∇ ⋅∇ =
 
 

∇ ∇ + ⋅∇ =

= +

∑

∑  

где 
n

2
i i

i 0
S(a) r (a) r (a)

=

= ⋅∇∑ ; 2
ir (a)∇  – матрица Гессе 

для функции ri(a). 
Тогда квадратичной моделью для окрестно-

сти точки ac будет 

T T
c c c c c c

T T
c c c c c

1m (a) R(a ) R(a ) R(a ) J(a )(a a )
2

1 (a a ) (J(a ) J(a ) S(a ))(a a ).
2

= + − +

+ − + −
       (4) 

Окончательная формула шага по методу Нью-
тона для метода наименьших квадратов имеет вид  

T 1 T
c c c c c ca a (J(a ) J(a ) S(a )) R(a ) J(a ),−

+ = − +  
где ac – текущая точка; a+ – следующая точка. 

Рассмотрим условия приемлемости точки a+.  
Если достигнуто малое убывание значения 

функции Q(a), по сравнению с длиной шага, то ре-
шить эту проблему можно, потребовав, чтобы сред-
няя скорость убывания функции от Q(ac) до Q(a+) 
составляла заданную долю от первоначальной ско-
рости убывания функции в этом направлении, т. е. 

( ) ( ) ( ) ( )T
c c cQ a Q a Q a a a+ +≤ + α ⋅∇ −                 (5) 

при некотором ( )0;1α∈  (обычно берется 410−α = ).  
Если проблема состоит в том, что шаги 

слишком малы, по сравнению с первоначальной 
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+
Na
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скоростью убывания функции Q(a), то потребуем, 
чтобы скорость уменьшения функции вдоль направ-
ления (a+ – ac) в точке a+ была больше, чем некото-
рая заданная доля скорости уменьшения вдоль на-
правления (a+ – ac) в точке ac, т. е. 

( ) ( ) ( ) ( )T T
c c cQ a a a Q a a a+ + +∇ − ≥ β⋅∇ −               (6) 

при некотором ( );1β∈ α . 
На практике выполнение условия (6) обычно 

не требуется, так как глобальные стратегии обычно 
позволяют избегать малых шагов. 

Далее применяем подход «Модель – довери-
тельная область». Смысл метода заключается в 
том, что некоторая оценка сверху длины δc успешно-
го шага, который возможно выполнить из точки ac, 
порождает область, в которой можно доверять 
квадратичной модели mc(a) (4) в том, что она адек-
ватно моделирует Q(a).  

Чтобы наилучшим образом выбрать шаг из ac 
максимальной длины δc, необходимо попробовать 
сделать шаг длиной sc, который удовлетворяет ус-
ловию  

( ) ( ) ( )T T
c с c c c

1min m a s Q a Q a s s H s
2

+ = + ∇ +      

при  сs ≤ δ , 

где ⋅  обозначает 2 -норму. 
Решением этой задачи является 

( ) ( ) ( )1
c cs H E Q a−µ = − + µ ∇  Q(a) для единственного 

µ > 0 такого, что ( ) сs µ = δ . В случае выполнения 

неравенства ( ) сs 0 ≤ δ , решением задачи является 

( ) N
cs 0 s= , где N

cs  – квазиньютоновский шаг из точки 
ac в точку глобального минимума локальной квадра-
тичной модели mc(a). 

Далее кривую s(µ) аппроксимируем кусочно-
линейной функцией, соединяющей точку С (точку 
Коши) минимума квадратичной модели mc(a) на на-
правлении наискорейшего спуска с ньютоновским 
направлением. Причем точка a+ берется так, чтобы 

c сa a+ − = δ . Точка С определяется по формуле 

( )*
c cС a Q a= − λ ∇ , где *λ – единственное решение 

задачи 
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Если ( ) 2*
с cQ aδ ≤ λ ∇ , то алгоритмом дела-

ется шаг длиной δc в направлении наискорейшего 
спуска: 

( ) ( )c
c c

c
a a Q a .

Q a+
δ

= − ∇
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Точка N  на кривой с двойным изломом (рис. 3) вы-
бирается из условия 

( )1
c c cN a H Q a−= − η ⋅∇  

для η = 0,8γ + 0,2, где γ вычисляется по формуле 
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Найденная таким образом точка a+ проверяется 
на соответствие условию приемлемости (5). Если точ-
ка оказывается неприемлемой, то размер доверитель-
ной области уменьшают и расчет повторяют. 

Предположим, что a+ уже найдено. Если a+ – 
полный ньютоновский шаг, то этот шаг выполняется, 
пересчитывается δc, строится новая модель и про-
исходит переход к следующей итерации. Если  
(a+ – ac) не является ньютоновским, то следует по-
пытаться сделать шаг в два раза больше, что по-
зволит избежать лишних вычислений градиента и 
гессиана. 

Сравним реальное уменьшение функции 
∆Q(a) = Q(a+) – Q(ac) и предсказанное ∆Qpred(a) = 
mc(a+) – Q(ac). 

 
Рис. 3. Модель «шаг с двойным изломом» 

 
Если соответствие между ними удовлетворя-

ет неравенству 
( ) ( ) ( )predQ a Q a 0,1 Q a ,∆ − ∆ ≤ ∆  

то величина δc недооценивает радиуса доверительной 
области, в которой модель mc(a) адекватно представ-
ляет Q(a). Если уменьшение функции настолько вели-
ко, что оно говорит о наличии отрицательной кривиз-

ны, то есть ( ) ( ) ( ) ( )T
c c cQ a Q a Q a a a+ +≤ + ∇ − , то 

это обещает продолжение быстрого изменения Q(a). В 
обоих случаях запоминаются значения a+ и Q(a+), 
вдвое увеличивается размер доверительной области, 
и вычисления повторяются. Если для нового a+ усло-
вие приемлемости (V) не выполняется, то происходит 
возвращение к последнему приемлемому шагу. 
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