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Рассматривается вопрос о включении фактора излучения в математическую модель, описываю-
щую процессы образования и распространения загрязнений в воздушной среде. Приводятся базовые 
уравнения динамики загрязнений, уравнения переноса прямого солнечного и диффузного (солнечного и 
теплового инфракрасного) излучения. Даны выражения для вычисления оптических характеристик сре-
ды, содержащей капельную фазу. 
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RADIATION FACTOR ACCOUNTING IN SIMULATING THE PROCESS 
OFAIR POLLUTION FORMING AND SPREADING 

 
V.V. PEKUNOV, Ph.D. 

 
This work is devoted to the problem of radiation factor inclusion into mathematical model, which de-

scribes the processes of air pollution forming and spreading. The author gives base equations of pollution dy-
namics, the equations of direct solar and diffuse (solar and heat infrared) radiation. Formulas for calculating 
visual characteristics of the environment, containing spot phase, are also given here. 
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Моделирование процессов образования и рас-
пространения загрязнений требует учета множества 
факторов, среди которых необходимо особо выделить 
излучение. Прежде всего излучение влияет на процес-
сы образования вторичных загрязнений в результате 
фотохимических реакций, что характерно, например, 
для сухого лос-анджелесского смога. Кроме того, излу-
чение оказывает существенное воздействие на процес-
сы теплообмена, которые, в свою очередь, влияют как 
на образование, так и на распространение загрязнений. 
Однако в известных автору математических моделях 
распространения загрязнений излучение либо просто 
не принимается во внимание, либо учитывается со зна-
чительными упрощениями (например, интенсивность 
излучения считается постоянной и не учитывается 
сложная форма расчетной области). Поэтому актуаль-
на задача разработки такой модели образования и рас-
пространения загрязнений, которая в достаточно пол-
ной мере учитывала бы фактор излучения. 

Сформулируем фрагмент трехмерной модели, 
включающий базовые уравнения переноса и образо-
вания загрязнителей, уравнения переноса прямого 
солнечного и диффузного излучения, а также соотно-
шения для расчета оптических характеристик среды 
при наличии в ней капельной фазы. 

В расчетной области введем прямоугольные 
координаты (x1, x2, x3) таким образом, чтобы ось Ox3 
была вертикальной. Воспользуемся моделью течения 
несжимаемой вязкой жидкости в системе «вектор вих-
ря – векторный потенциал», которая обладает высо-
кой стабильностью в расчетах. Уравнения для трех 
компонентов вектора вихря ω запишем с использова-
нием эффективной вязкости νэфф = νмол + νт, где νмол – 
молекулярная вязкость, а νт – турбулентная вязкость: 
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где β – термический коэффициент расширения возду-
ха; g = 9,81 м/c2.  

Для расчета турбулентной вязкости может быть 
применена любая адекватная модель турбулентности, 
например, были успешно испытаны модели K-E и Аб-
рамовича-Секундова. 

Вектор вихря равен ротору скорости U: 
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Вектор скорости равен ротору векторного по-
тенциала ψ: 

3 2
1

2 3
U

x x
∂ψ ∂ψ

= −
∂ ∂

;  31
2

3 1
U

x x
∂ψ∂ψ

= −
∂ ∂

;  2 1
3

1 2
U

x x
∂ψ ∂ψ

= −
∂ ∂

, 

Для векторного потенциала запишем три урав-
нения Пуассона: 
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При этом граничные условия ставятся согласно [2]. 
Уравнение для температуры среды T имеет вид: 
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где DT – коэффициент температуропроводности; αT – 
вспомогательный коэффициент; WI – приток энергии 
излучения; ρ и c – плотность и теплоемкость воздуха. 

Особо следует сказать о граничных условиях 
для температуры на стенках. Фактически, в верхнем 
слое любой стенки, перпендикулярной некоторой оси 
xj, решается двумерное уравнение теплопроводности 
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где Ts – температура стенки; 2
sa , cs, ρs – температуро-

проводность, теплоемкость и плотность материала 
стенки соответственно; ξs – коэффициент, Вт⋅м-3⋅K-1, 
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характеризующий теплопередачу на границе стенки и 
окружающей среды; Ws – член, выражающий обмен 
лучистой энергией с окружающей средой. Выражения 
для WI и Ws приведены ниже. 

Уравнения диффузии веществ с концентрация-
ми C имеют следующий вид: 
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где 1
jU  = U1, 2

jU  = U2, 3
jU  = U3 + Wj; Wj  – скорость ви-

тания j-го вещества; 
jCD  – коэффициент диффузии 

j-го вещества;  jCα  – вспомогательный коэффициент 

для j-го вещества; N – число веществ; член ∆Cj выра-
жает изменение концентрации j-го вещества при 

взаимодействии с водяными каплями; jdC
dt

 выражает 

изменение концентрации в результате химических 
реакций. 

Для фотохимических реакций может быть оп-
ределен стартовый порог интенсивности излуче-
ния. В этом случае реакция начнется лишь тогда, ко-
гда уровень солнечного излучения достигнет этого 
порога. При этом можно ограничиться двумя диапазо-
нами излучения: солнечным видимым (длины волн 
0,4–0,75 мкм) и солнечным инфракрасным (0,75–4 мкм), 
выделив в каждом диапазоне две составляющие: 
прямое и диффузное (отраженное и рассеянное) из-
лучение. Для корректного рассмотрения тепловых 
процессов необходимо также принять во внимание 
тепловое инфракрасное (4–100 мкм) излучение, кото-
рое будем считать диффузным. 

Интегральная освещенность F0, Вт⋅м-2, созда-
ваемая прямым солнечным излучением в точке (x,y,z), 
рассчитывается по следующей формуле: 

( ) ( ), ,
0 , , l x y zF x y z F e−

Θ= ⋅ , 

где FΘ – освещенность, создаваемая солнечным излу-
чением на границе расчетной области; l(x,y,z) – без-
размерная оптическая толщина среды в направлении 
падающего солнечного луча, определяемая интегри-
рованием по отрезку L (от точки вхождения луча в 
расчетную область до точки (x,y,z)): 
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причем имеют место соотношения: 
( ) ( ) ( )( ), , 1 , ,t es x y z x y zα = β ⋅ − ϖ ; 

( ) ( ) ( ), , , , , ,s ex y z x y z x y zβ = ϖ ⋅β , 

здесь βe, βs, αt – коэффициенты, м-1, ослабления (экс-
тинкции), рассеивания и поглощения соответственно; 
ϖ – альбедо однократного рассеивания. 

Для расчета оптической толщины среды в на-
правлении падающего луча используется упрощенный 
вариант обратной трассировки луча (метода, широко 
применяемого в машинной графике). Из каждой ячей-
ки (X,Y,Z) расчетной сетки в направлении, обратном 
направлению падения солнечного луча (Ω0), «выпус-
кается» Nb лучей и отслеживаются ячейки, через кото-
рые они пройдут. Для каждого i-го луча вычисляется 
оптическая толщина 
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где Pi(X,Y,Z) – множество ячеек, через которые про-
шел i-й луч; ti(k,m,n) – длина отрезка луча, ограничен-
ного ячейкой (k,m,n).  
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В рамках диффузионного приближения [1], ис-
пользуя метод сферических гармоник 
(P1-приближение), интегральную диффузную интен-
сивность излучения I, Вт⋅м-2⋅ср-1, в направлении Ω  
для любого диапазона можно определить [3, 5] выра-
жением 
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где ( )1t e agβ = β − ϖ ; ga – фактор асимметрии.  

Коэффициенты ga, ϖ и βe вычисляются для ка-
ждого диапазона излучения по отдельности с учетом 
наличия в среде капель воды, причем 

0e e edβ = β + β , 
где βe0 = βe0(z) – собственный коэффициент ослабле-
ния воздуха на заданной высоте z; βed – коэффициент 
ослабления за счет наличия дисперсной (капельной) 
фазы.  

Выражения для βed, ϖ и ga будут приведены да-
лее. 

Первый компонент 0
0I  разложения интеграль-

ной диффузной интенсивности излучения определя-
ется решением следующего уравнения Пуассона для 
анизотропной среды [3, 5]: 
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где B(T) – функция Планка.  
При типичных расчетах экологии воздушной 

среды (в диапазоне температур 243–423 К при длинах 
волн 4–100 мкм) можно упростить вычисления, интер-
полировав интеграл функции Планка кубическим по-
линомом: 

( ) 5 3 3 21,86 10 6,932 10Tf T T T− −≈ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ +  
1,136 69,041T+ ⋅ − . 

Потоки диффузной освещенности (для любого 
диапазона) в прямом (+) и обратном (-) направлениях 
координатных осей задаются соотношением 

( )
0

0 0
0

2

2 1, , ;
3i ix x

t i

IF I x y z d I
x±

π

∂
= Ω Ω Ω = π π

β ∂∫ ∓ , 

а компоненты вектора dF потока диффузной осве-
щенности – 
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Граничные условия (в любом диапазоне) для 
уравнения диффузной интенсивности излучения на 
открытых границах задаются из условия равенства 
диффузного потока извне некоторой известной вели-
чине Fext: 
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На закрытых границах (стенках) для солнеч-
ного излучения задается условие равенства выходя-
щего диффузного потока Fout полному (включающему 
прямую солнечную радиацию) входящему потоку ос-
вещенности Fin, умноженному на альбедо стенки ωs. 
Пусть ( )1 2 3; ;n n n n=  – вектор внешней нормали стен-
ки. В зависимости от направления нормали 
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где Ω0 – вектор падения прямых солнечных лучей. 
На закрытых границах (стенках) для тепло-

вого инфракрасного излучения в зависимости от на-
правления нормали 
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где ε – коэффициент черноты поверхности стенки; 
верхний индекс IR относит величины к диапазону теп-
лового инфракрасного излучения. 

Подставив выражения (1) в формулу для векто-
ра потока диффузной освещенности, с учетом выше-
указанного уравнения Пуассона, а также с учетом теп-
лового инфракрасного излучения получим соотноше-
ние для локального объемного потока энергии WI, 
Вт⋅м-3, поступающей в среду при поглощении диффуз-
ного и прямого солнечного излучения: 

( )IR
I d sol dW div F F F= − + + =∑ ∑  
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0 0 04 4 IR IR
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где solF  – вектор потока прямой солнечной освещен-
ности в заданном диапазоне, причем 

( ) 0sol ediv F F= −β . Суммы берутся по диапазонам сол-

нечного излучения. 

Локальный объемный поток энергии излучения 
Ws, Вт⋅м-3, для элемента стенки с внешней нормалью 
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Рассмотрим оптические характеристики среды, 
содержащей капельную фазу. Пусть имеется Z компо-
нентов фазы, причем каждому i-му компоненту соот-
ветствуют капли с диаметрами от xi до yi и известна 
функция распределения капель по диаметрам ni(d). 

Фактор асимметрии ga и альбедо однократного 
рассеивания среды ϖ определим формулами: 
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где ϖ0 и g0 – усредненные (по диапазону излучения) 
альбедо однократного рассеивания и фактор асим-
метрии незамутненного воздуха; ϖi, gi, βei – альбедо 
однократного рассеивания, фактор асимметрии и ко-
эффициент ослабления i-го компонента. Наиболее 
точно оптические параметры компонентов капельных 
фаз могут быть рассчитаны по теории Ми, но для пря-
мых оперативных расчетов эта теория малопригодна 
ввиду ее высокой вычислительной трудоемкости. Су-
ществует более простая (но менее точная) теория 
аномальной дифракции, но при необходимости осред-
нения оптических параметров по диапазону длин волн 
(численного нахождения интегралов от таблично за-
данного комплексного показателя преломления [6]) 
расчет также будет весьма трудоемким. Поэтому це-
лесообразно применить соотношения, приближающие 
результаты точных вычислений по теории Ми. Приме-
ним интерполяцию непосредственно по диаметру ка-
пель, избегая вычисления эффективного диаметра 
капель компонента (то есть дополнительного осред-
нения, примененного, например, в [4]). 

Определим: 
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β
;   

( ) ( )
i

i

y

i
x

i i
k

n D G D dD

g
N

⋅

=
∫

; 

( ) ( ) 2

4

i

i

y

ei ei
x

n D Q D D dDπ
β = ⋅ ⋅∫ ;   

( ) ( ) 2

4

i

i

y

ai ai
x

n D Q D D dDπ
β = ⋅ ⋅∫ , 

где Gi, Qei и Qai – усредненные (по диапазону излуче-
ния) безразмерные коэффициенты асимметрии, ос-
лабления и поглощения одной капли i-го компонента; 
βai – коэффициент поглощения i-го компонента. Функ-
ции Gi(D), Qei(D) и Qai(D) являются результатом поли-
номиальной интерполяции по методу наименьших 
квадратов. Исходные точки для интерполяции опре-
деляются функциями: 
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( ) ( ) ( )
2

1

1 ,ei eQ D y q D d
P

λ

λ

= λ ⋅ λ λ∫� � ;   

( ) ( ) ( )
2

1

1 ,ai aQ D y q D d
P

λ

λ

= λ ⋅ λ λ∫� � ;   

( ) ( ) ( )
2

1

1 ,i mG D y g D d
P

λ

λ

= λ ⋅ λ λ∫� � ; 

( )
2

1

P y d
λ

λ

= λ λ∫ � , 

где λ1 и λ2 – начальная и конечная длины волн рас-
считываемого диапазона излучения; ( )y λ�  – нормиро-
ванная функция Планка для солнечного излучения; qe, 
qa, gm – коэффициенты для одной капли, рассчитан-
ные по теории Ми. 

Таким образом, предложенный фрагмент мате-
матической модели образования и распространения 
загрязнений с учетом воздействия солнечного и теп-
лового инфракрасного излучений позволяет принять в 

расчет лучистый теплообмен и более корректно учи-
тывать фотохимические реакции, что особенно важно 
при моделировании вторичного загрязнения. 
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